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INFERENCIA BAYESIANA Y BANDAS CAMBIARIAS!

La inferencia estadistica clasica se distingue, fundamentalmente, por dos
caracteristicas que la han definido desde sus inicios en el siglo XVIII: por las
distribuciones probabilisticas perfectas que se suponen en el andlisis y por el supuesto
de que el investigador no tiene conocimiento previo sobre el fenémeno que esta
analizando. La inferencia bayesiana, en contraste a la clasica, le da la posibilidad a
las distribuciones de probabilidad de ser asimétricas -tener sesgos- y le permite al
investigador incorporar la informacién previa que puede poseer sobre el fenémeno.
En esta nota técnica se discuten los principales postulados de la teoria bayesiana y se
procede a aplicarla en un contexto de politica cambiaria en el que la percepcion
subjetiva de cada experto puede conducir a diferentes resultados.

I.INTRODUCCION

Hacia finales del siglo XVIII, precisamente en 1763, fue publicado el Teorema de
Bayes, asi llamado por el nombre del monje cisterciense que lo desarrollé en respuesta a los
postulados de la inferencia gausiana. El estudio clasico de las distribuciones de probabilidad -
o estadistica gausiana- supone funciones de densidad simétricas y bien definidas, asi como la
ausencia de cualquier tipo de conocimiento previo por parte del investigador. Bayes, en la
justificacion de su teoria argumentaba que los datos no necesariamente provenian de tales
funciones de densidad, sino, todo lo contrario, que probablemente eran generados por leyes
probabilisticas sujetas a formas asimétricas y sesgadas. En el tanto que el investigador
conociera estas caracteristicas, el procedimiento correcto de inferencia estadistica deberia
incorporar, decia Bayes, esta informacion y, de esa forma, contar con un marco probabilistico
mas apropiado para la inferencia estadistica.

Desde su aparicion hace mas de dos siglos, la inferencia bayesiana no pasé de
constituir simplemente un interés tedrico, sin ningun tipo de aplicacion directa. Sin embargo,
la mayor disponibilidad de recursos informaticos dio inicio a una revolucién en la ciencia
estadistica que también involucro el resurgimiento de la teoria bayesiana. Es asi como en
1973 Box y Tiao publican un texto bastante comprensivo sobre esta teoria: Bayesian Inference
in Statistical Analysis. Desde entonces es posible observar cada vez mas articulos sobre el
analisis bayesiano en revistas estadisticas y matematicas.

En el campo econdmico, la inferencia bayesiana comienza a tomar un lugar
importante especialmente cuando se comienzan a modelar expectativas racionales: hay
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informaciéon previa que el sujeto econdmico incorpora en sus decisiones y una vez que
suceden los hechos sus decisiones pueden ser modificadas. Es un tipico proceso bayesiano.
En este aspecto, el presente documento esta ilustrado con un ejemplo de aplicacién préctica
con elementos bayesianos, los cuales se discutirAn mas adelante. El documento también
responde al interés del Departamento de Investigaciones Econdmicas en desarrollar y aplicar
métodos de investigacion que amplien el nivel de conocimientos de los investigadores y
economistas de la Divisién Econémica como un todo.

II.LINFERENCIA BAYESIANA

Como se menciona en la introduccion, la inferencia bayesiana constituye un proceso
de analisis en el que el investigador puede hacer uso de la informacion que pueda tener sobre
el comportamiento de la funcion de distribucion de la que provienen los datos. Las
principales caracteristicas que se le pueden apuntar a la teoria bayesiana son las siguientes:

1. Para cualquier modelo probabilistico, el analisis bayesiano hace uso de toda la
informacion previa que se tenga sobre los datos.

2. Los resultados de inferencia estadistica que se consideren inaceptables probablemente
lo sean porque provienen de supuestos inapropiados y no por errores del proceso de
inferencia. En otras palabras, la distribucion de probabilidades que se ha supuesto a priori
puede ser incorrecta.

3. En vista de que el analisis bayesiano puede ser aplicado a cualquier modelo de
probabilidades, menos atencién se le debe dar a la conveniencia matematica del modelo y
mas atencion a sus méritos cientificos.

4, La inferencia bayesiana no presenta problemas en la escogencia de estimadores y de
intervalos de confianza.

5 Proporciona una manera satisfactoria de introducir explicitamente y de darle
seguimiento a los supuestos sobre el conocimiento previo. Por ejemplo, en la teoria clasica, se
supone a priori que la distribucion de probabilidad de los datos es exactamente normal y que
cada observacion tiene exactamente la misma variancia y que esta distribuida
independientemente de las otras observaciones. Si el analisis de los residuos proporciona
evidencia de que estos supuestos inmutables de la teoria clasica no se verifican, entonces la
teoria clasica no puede dar luz sobre la verdadera o a posteriori distribucion de probabilidad.
Para ello seria necesario utilizar la inferencia bayesiana.

6. El teorema de Bayes permite la actualizacion continua de la informacion sobre los
parametros de la distribucion conforme se generan mas observaciones.



7. El teorema describe un proceso de aprendizaje en el tiempo.

8. A diferencia de la inferencia clésica, la bayesiana no requiere de la evaluacion de las
propiedades de los estimadores obtenidos de muestras sucesivas.

9. La probabilidad de un evento esta dada por el grado de confianza o creencia que tiene
un individuo sobre la ocurrencia del evento.

10. Esta confianza depende de la informacion cuantitativa y cualitativa que se posea.

Teorema de Bayes: suponga un vector de N observaciones Y’ = (ys, . . ., Yn) cuya distribucion de
probabilidad f(Y¥q) depende del valor de K parametros q‘ = (s, . . ., g k). Suponga que g también
tiene una distribucion de probabilidad g(q). Entonces, la distribucion conjunta de Y y q esta definida
por:

@  h@.Y) = f(Ya)xa(dy)xf (y)

donde f(Y) es la funcion de densidad marginal del vector de observaciones Y. Por tanto, la
distribucién condicional de q dada la informacion de Y es:

o ofay)= V49

La funcién g(g¥2r) es la distribucion de probabilidad de g posterior a la informacion de
Y. En términos de la funcién de verosimilitud, el teorema de Bayes se puede postular como:

@  gldy)u Ady)>g(a)

donde la funcion 1(gq¥2r) es la funcion de verosimilitud. Esta forma funcional establece que
I(g%2Y) es la funcion por medio de la cual Y modifica el conocimiento previo de Q; en otras
palabras, se puede considerar como la informacién sobre g que proviene de los datos. El
simbolo () indica que la relacién expresada en la ecuacion (3) es una proporcidon y no una
igualdad. Es decir, la distribucién de probabilidad de g posterior a la informacion de Y es
proporcional al producto de la distribucion a priori de q y la verosimilitud de q dado Y.

I11.EL MODELO LINEAL GENERAL Y LA INFERENCIA BAYESIANA

Con el propdésito de facilitar la aplicacién de la inferencia bayesiana considérese el
modelo lineal general de la forma:



@) Y=Xb+U

donde Y es un vector de observaciones (y, . . ., yn); X es una matriz de orden (NxK), es decir
K variables y N observaciones; b es un vector de K parametros (b, . . ., bk) y U es un vector de
N errores estocasticos (Ui, . . ., Wn). También por simplicidad se supone que el vector de
errores sigue una distribuciéon normal multivariante con vector de medias iguales a cero y una
matriz de variancias y covariancias equivalente a s? In, donde | es la matriz identidad de
orden (NxN). Con la definicién de este modelo lineal el vector de parametros g se convierte
en q° = (b, s). La desviacion estdndar es un escalar. Con estas definiciones, el postulado
matematico del teorema de Bayes al modelo lineal general toma la siguiente forma:

) g(b,s|Y) M é(b,s|Y) xg(b,s)

Como el teorema se aplica sobre los parametros que seran sujetos de inferencia, la
ecuacion (5) postula que la funcién de probabilidad conjunta de los parametros b y s,
condicionada @ posteriori) por la muestra Y, es proporcional a la verosimilitud de haber
obtenido los valores muestrales con los pardmetros by s, ponderada por la distribucion de
probabilidad a priori. Bajo el supuesto de que los errores tienen una distribucion normal, la
funcién de verosimilitud se define:

-L(Y- Xb)(Y- Xb)

N
©) Z(b,s|Y) =(2p) zs e =
Los estimadores que hacen maxima la funcion de verosimilitud son los siguientes:
@ b=(X'X)*XY

o éZZ(Y-x@(Y-x@
N- K

En el caso del estimador de la variancia se hace la correccién por los grados de libertad (N-K)
para evitar el sesgo del estimador méaximo verosimil. Con estos estimadores, la funcion de
verosimilitud se puede expresar como una proporcion de la forma:

1

© E(b,s|Y) TN

(N- K)$2+(b- 6)'X'x(b-6)]

en el que la diferencia con la ecuacién (6) es la constante que ha desaparecido. Para los
efectos siguientes, la ecuacion (9) sera la funcion de verosimilitud relevante.



Hasta este punto se han planteado los elementos basicos del Teorema de Bayes,
guedando por discutir el tipo de informacidn previa que posee el investigador. En este caso la
teoria propone dos posibilidades: el anélisis con informacién a priori inexistente y con
informacion conocida, dentro de la cual se pueden identificar la informacion conjugada
natural, la informacion g a priori y la distribucion gama-t. A continuacion se discuten estas
posibilidades.

IV.ANALISIS SIN INFORMACION A PRIORI

Cuando el investigador no tiene informacién a priori sobre la distribucién de
probabilidad conjunta de by s, el procedimiento cominmente utilizado es suponer que:

@w glbs)us™



Este supuesto tiene las siguientes implicaciones:
1. A priori, los parametros son independientes entre ellos.

2. Las funciones de densidades para los pardmetros son proporcionales a una
constante. La funcion de densidad marginal de la desviacion estandar es
proporcional al inverso de la desviacion estandar.

3. Las densidades marginales son uniformes; es decir, se supone que los valores de los
pardmetros pueden ocurrir con igual probabilidad.

Una caracteristica importante de la distribucion de probabilidad de la ecuacién (10) es
que su valor integrado en el rango de los parametros no es igual a 1. Es una funcién impropia.
Esta caracteristica no representaria ningun problema en el tanto que la distribucion a
posteriori integre a 1 (que sea propia). La justificacion de la ecuacion (10) yace en la ausencia
de informacién propiamente, aunque también evita sesgos y es facil de trabajar. Sin embargo,
su uso puede conducir a funciones posteriores ambiguas y a estimadores inadmisibles. Con
esta funcion a priori, la distribucién de densidad conjunta y condicionada tiene la siguiente
forma:

L[(N- K)§2+(b-6)'X'X(b-B)]

a  g(b,s|Y)us Ve’

En la teoria estadistica, esta distribucién a posteriori es de la forma normal-gama, la
cual permite expresar la densidad conjunta como el producto de las densidades marginales
condicionadas. Es decir:

@  gbsly)=g(bs.Y)g(s|v)

donde el primer factor multiplicativo a la derecha de la igualdad es la funcion de densidad
marginal de los pardmetros condicionada a la desviacion estdndar y a la informacion, en
tanto que el segundo factor es la densidad marginal de la desviacion estdndar condicionada a
la informacion. La funcion de distribucion marginal del vector de los pardmetros b es la
siguiente:

1

o xxfe =

g b-B)'X'x(b-B)

@  g(bls,Y)=(2p)

la cual es una distribucién normal con media b y matriz de variancias y covariancias
equivalente a s?(X’X)1. La normalidad de la funcion estd definida por el kernel, el aual
corresponde a la potencia a la que esta elevado el nUmero e de la ecuacion (13), en tanto que



el factor que permite la integracién a 1 son los tres factores multiplicativos que anteceden al
nuamero e.



La distribucion de probabilidad de la desviacion estandar condicionada a la
informacion Y esta dada por:

N- K

AN-K) .Uz _N-Ks”z

2 g )SZ S-(N-K+l)e 2 s
aN-Kog 2

G%zz

la cual corresponde a una distribucion gama invertida definida por el kernel (los dos ultimos
factores multiplicativos a la derecha de la igualdad) y por los dos primeros factores
multiplicativos que aseguran su integracion a 1.

(14) g(s |Y) =

o] ey enid

En vista de que la desviacion estandar poblacional es desconocida, su factorizacion de
la ecuacion (13) permite obtener la distribucién marginal a posteriori de los coeficientes b:

¥ ¥

a9 g(blY) = galb.s|v)fis = gg(bls. )%

0 0

la cual es proporcional a:

|\.>|Z

o,

e  g(bY)n §1+W(b- A)‘X'X(b- A)

Ello indica que el vector de estos coeficientes tiene una distribucion t multivariante con
media b y matriz de variancias y covariancias equivalente a (N-K)/(N-K-2) s2(X’X)1. Para un
pardmetro en particular, digase b, la densidad a posteriori se obtiene al integrar la ecuacion
(16) con respecto a by, . . ., bk:

(N- K+
é A..ZU 2
3 1 b -bo ©
an  g(b,]Y)u &1+ == U
g N-Kesya,s

la cual define una distribucion t univariante con media by y variancia (N - K)/(N - K -2) s2au,
donde el elemento a1 corresponde al primer escalar de la diagonal de la matriz (X’X).



V.ANALISIS CON INFORMACION CONJUGADA NATURAL A PRIORI

Una densidad a priori con informacion conjugada natural es altamente conveniente ya
que su aplicacion resulta en una densidad a posteriori de la misma forma. Es decir, es una
informacion muy flexible. Por ejemplo, suponga una funcién de verosimilitud a priori
equivalente al producto de dos funciones marginales:

@  /b,slY)uh(bs,Y)x,(s|v)
Definanse las funciones marginales con las siguientes formas:

—{b-6)xx(b-5)

(19) hl(b|s,Y) =g >

) hy(slY)=se 2’

de forma tal que la distribucién de informacién conjugada natural conjunta para (b,s) es una
donde la funcién condicionada de b dado s es normal multivariante y la distribucion
marginal de s es gama invertida. Esas densidades a priori se pueden definir, entonces, como:

(b-B)A(b- )

L
(21) g(b|s) = (Zp)_%s' K|Al%e 25 2

N- K

2 gN-K)s*0z2
aN-Kog 2

%> 5

donde los parametros b y & (con barra superior) y (N-K) y A son valores de informacién a
priori subjetiva. Con esta especificacion, E(bis) = E(b) = b y cov(bis) = s2Al. En el caso de
los parametros de la distribucién de la variancia, éstos son:

N-K§
S—(N-K+1)e 2 52

@ g(s)=

[enty ey et

- K- 1p
2 !'Jad\l-K(‘j%S

23 E = :
&) (s) GaEN-KQ% 2 O
2 o
N - K
24 E(ls?)=———%?
@ (s?) N-K-2



_® N- K Q%EZ

EN- K+12
donde la ecuacion (25) es la moda de la distribucién. Con esta informacion la densidad
conjunta a priori es:

(25) Mo(s 2)

12[(N- K)§2+(b-b_)‘A(b-b_)]

2 g(bs)us MNVez’

con la cual se puede definir la funcion marginal de b:

N
2

é 1 =, —
(27) g(b) u §-+W(b' b)' A(b- b)

oo o,

Para obtener la funcién de distribucién conjunta a posteriori habria que combinar la
informacion conjugada natural (ecuaciones 21y 22) con la funcion de verosimilitud (ecuacion
9):

2

1, = = N- K
—(b-b)(A+X'X)(b-b =
(-BIAXXNOD) (e S

@ g(bslY)us kg 257

wn!
N

Esta funcién es una normal gama en la que el vector b tiene una distribucion t-student
multivariante y bi una distribucion t-student univariante .

No obstante la utilidad practica que tiene el suponer informacioén conjugada natural,

el investigador puede enfrentar un problema para definir el valor del pardmetro }Aj}, por lo
gue podria ser conveniente definir una alternativa como la que se discute a continuacion.

VI.LA DISTRIBUCION g A PRIORI

Como solucion alternativa a la definicion de una matriz A en el método de
informacion conjugada, Zellner propone el uso de una distribuciéon g que permita definir a A
como:

@) A=gX'X

donde @ es un pardmetro a priori. Si se supone ademas la observancia de la ecuacion (10),
entonces la densidad conjunta estaria definida por:

10



2
Ns_
S'(N+1)e 282

(30) g(b,s|Y) ns ke

1+g§(b-EyX'X(b-E)
2

donde los pardmetros con doble barra se definen como:
-2 — . — — —
- - 0® v 10 10y )
@) Ns -gv-Xbbg‘Y ng+g()§ b2 X X@ b2

g,b+b
1+g,

(32) b=

Es decir, los nuevos parametros se definen como promedios ponderados entre los
estimadores de informacién conjugada natural y de méxima verosimilitud.

VIL.DISTRIBUCION Gama-t INDEPENDIENTE

Este enfoque supone a priori que los pardmetros b y s son independientes con
funciones de densidad proporcionales a:

K+v*

@ o) ug+=-(o- B Ab- By

=2
S

1 :
@  9(s)U —xe
S

N | <I

S

donde v*, A, by v (estos dos ultimos con barra) son parametros a priori por especificar. La
funcién de densidad a priori para el vector b, una vez definida la densidad conjunta
apropiadamente, esta dada por:

K+v

2 <- K+
© ofbuasii(o-Bfxx(o-Bla G d(o- B Ao B
€ Vs u

la cual define una distribucion tstudent multivariante, donde los parametros revisados se
definen como:

(36) \:/:\7+(N- K)

11



(37 VS =VS° +VsS

(39) v=N- K

@) vé?=(Y- Xb)(Y- Xb)

VIIL.LA FUNCION DE PERDIDA

La funcion de distribucién a posteriori resume toda la informacion necesaria y
suficiente sobre el parametro estimado. Sin embargo, la escogencia del estimador de b a
priori induce, como también sucede en la inferencia clasica, a una pérdida de eficiencia por
no contar con el verdadero valor paramétrico. Para capturar la magnitud de esta pérdida es
importante encontrar un estimador de b que minimice la funcién de pérdida. Entre las
funciones de pérdida comunmente usadas estan las siguientes:

(40) L, = c{b- b{
@) L, =c(b- b)’

La primera de ellas representa una pérdida absoluta que se minimiza con el valor
muestral de la mediana, mientras que la segunda especificacion alcanza una pérdida minima

cuadratica cuando se usa la media muestral.

En el procedimiento bayesiano, el estimador puntual es aquel valor de b que minimiza
la pérdida a posteriori definida como:

@  Eyy[L(0B]| = 3(b.B)a(bl )

Como se mencion6 anteriormente, la funcién de pérdida absoluta se minimiza con el
valor muestral de la mediana, en tanto que la funcién cuadratica se minimiza con la media
muestral. Ambos estimadores coinciden cuando la distribucién es normal.

El estimador bayesiano con una funcion de pérdida cuadratica esta definido cuando
se busca un estimador b que minimice:

@  E,[L,] = ¢p(b- b)’ xg(bY)Tb

12



el cual corresponde a la solucion de primer orden:

@) bgt[)Lz] dpc(b- b)xg(bjY)1b

gue arreglada de la siguiente forma:
@9 bep(blY)Tb = og(biY) 1o

donde el valor de la integral matematica a la izquierda de la igualdad es 1, proporciona la
definicion de la media de la distribucion:

“  b=E(blY) = pe(blY)1o

Por su parte, el estimador bayesiano de la funcién de pérdida absoluta se obtiene al
minimizar:

@ EylL]= odb- bpo(o)mo

lo cual es equivalente a la minimizacién por intervalos de integracion:

@  Ey[L]= 2‘5:(6- b)g(b|Y)‘|]b+B:(E)- bjg(biY)Tb

La solucion de primer orden es igual a:

b|Y[ ]

(49) = oﬁﬁ(blY)ﬂb + oc’g(b|Y)

que, una vez igualada a cero, proporciona la siguiente solucién:

b

@ oolE1= gele

-y
Esta solucion indica que el estimador que minimiza la funcién de pérdida absoluta

acumula una probabilidad del 50 por ciento a la izquierda y a la derecha de su valor
muestral. En otras palabras, ese estimador es la mediana de la muestra.

13



IX.UNA APLICACION BASICA

Originalmente se tenia prevista la aplicaciéon de un paguete de analisis econométrico
Illamado Bayesian Regression Analysis Program (BRAP). Sin embargo, no ha sido posible
estimar las regresiones por la ausencia de uno de los archivos del software. No obstante
este inconveniente, se considera de interés presentar un ejemplo de actualizacion informativa
al estilo bayesiano. El ejemplo es con propdsito ilustrativo y no pretende ser vinculante para
los objetivos de politica econdmica. Supongase, en primer lugar, que se le pregunta a un
economista cuéles podrian ser las eventuales bandas de flotacién para un tipo de cambio que
en el dia habia sido observado en ¢200 por US$1. Su respuesta fue de 10 por ciento por arriba
y por debajo de ese valor. Ello implica que los niveles de las bandas serian ¢180 y ¢220.

Aun cuando ese economista no dio ninguna otra explicaciéon, en el fondo su opinién
representa todo un sistema de prondstico sustentado en su experiencia laboral y académica.
Tiene conocimiento previo que, de ser consultado, puede ser vinculante en una decision
futura. Ahora bien, como lo que implica dindmica econdmica, puede que la opinion de él esté
sujeta a un nivel de error dado. Para simplificar el ejemplo, se supone también que él tiene
una confianza privada del 95 por ciento de que el tipo de cambio flotaria entre esas bandas.
En términos estadisticos simples, las bandas cambiarias subjetivas se podrian expresar como:

P(180 < e < 220) = 0,95

Adicionalmente, si las relaciones entre los fundamentals del tipo de cambio muestran,
segun este economista, un comportamiento normal (que es lo que siempre se supone en la
regresion clasica), entonces el valor tabular de la distribucion normal asociada con el intervalo
anterior seria equivalente a 1,96 bajo un 1 por ciento de significancia. Con esta informacion
el valor medio del tipo de cambio es ¢200 (informacién que fue dada desde un principio), la
desviacion estandar es de 10,20 y la variancia de 104,04.

Considérese ahora la opinion de otro economista con mas experiencia laboral y
académica que el primero. ¢Cbémo afectaria la opinion de este Gltimo a las bandas del
primero? De acuerdo con el segundo, las bandas cambiarias deberian de estar 5 por ciento
por arriba 'y por debajo del nivel de ¢200 por US$1. Es decir, en términos estadisticos:

P(190 < e <210)=0,95
Bajo los mismos supuestos establecidos para el caso de la estructura probabilistica del
primer economista, la variancia implicita del tipo de cambio en el caso del segundo es 26,03 y

su desviacion estandar es de es de 5,10. La informacion conjugada para ambos economistas
permite estimar un tipo de cambio y su variancia con las siguientes formulas:

14
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(52) S?=
—t=
Sl SZ

Estas ecuaciones representan ajustes armoénicos para la media y la variancia. En d
caso del promedio, la media conjugada permanece en ¢200 por US$1, mientras que la
variancia conjugada se sitda en 20,83 con una desviacion estandar de 4,56. Noétese que la
variancia y la desviacion estandar no se situan entre los valores implicitos en las opiniones de
ambos economistas, sino que, todo lo contrario, estdn por debajo de ambas opiniones. Esta es
una de las principales caracteristicas de la inferencia bayesiana. La consideracion de valores
muestrales adicionales siempre mejoran la precisiéon (menor variancia) de los estimadores.
Con la informacion conjugada, las bandas cambiarias se situarian en:

P(191 < e < 209) = 0,95

En otras palabras, las bandas cambiarias resultantes de la opinion de dos expertos
serian equivalentes a 4,5 por ciento por arriba y por debajo de ¢200 por US$1. Como se
menciond desde un principio, este es un simple ejemplo que puede ser aplicado formalmente
una vez que se cuente con el manual del paguete de econometria bayesiana.
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